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设 f (x) 在 x0 处具有 n 阶导数, 能否找到一个关于 (x−x0) 的 n 次

多项式

pn(x)= a0 +a1(x−x0)+a2(x−x0)2 +·· ·+an(x−x0)n

来近似表达 f (x), 使得 f (x)−pn(x) 是当 x→ x0 时比 (x−x0)n 的高

阶无穷小.

A: 能找到! 且多项式的系数 ak(k= 0,1,2, . . . ,n) 由 f (x) 在 x0 处的

k-阶导数确定!
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定理 (泰勒 (Taylor) 中值定理 1)
如果函数 f (x) 在 x0 处具有 n 阶导数, 那么存在 x0 的一个邻域, 对
于该邻域内的任一 x, 有

f (x)= f (x0)+f ′(x0)(x−x0)+ f ′′(x0)
2!

(x−x0)2+·· ·+ f (n)(x0)
n!

(x−x0)n+Rn(x)

其中

Rn(x)= o((x−x0)n).

pn(x)= f (x0)+ f ′(x0)(x−x0)+ f ′′(x0)
2! (x−x0)2 +·· ·+ f (n)(x0)

n! (x−x0)n

p(k)
n (x0)= f (k)(x0),k= 0,1,2, . . . ,n.

Rn(x)= o((x−x0)n) 称为
:::::::::::
皮亚诺余项.
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定理 (泰勒 (Taylor) 中值定理 2)
如果函数 f (x) 在 x0 的某个邻域 U(x0) 内具有 (n+1) 导数, 那么对
任一 x ∈U(x0), 有

f (x)= f (x0)+f ′(x0)(x−x0)+ f ′′(x0)
2!

(x−x0)2+·· ·+ f (n)(x0)
n!

(x−x0)n+Rn(x)

其中

Rn(x)= f (n+1)(ξ)
(n+1)!(x−x0)n+1 ,

这里 ξ 是 x0 与 x 之间的某个值.

Rn(x)= f (n+1)(ξ)
(n+1)!(x−x0)n+1 称为拉格朗日余项.
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在泰勒公式中, 取
:::::
x0 = 0

带皮亚诺余项的
:::::::::::::
麦克劳林公式

f (x)= f (0)+ f ′(0)x+ f ′′(0)
2!

x2 +·· ·+ f (n)(0)
n!

xn +o(xn)

带拉格朗日余项的
:::::::::::::
麦克劳林公式

f (x)= f (0)+f ′(0)x+ f ′′(0)
2!

x2+·· ·+ f (n)(0)
n!

xn+ f (n+1)(θx)
(n+1)!

xx+1 ∃θ ∈ (0,1).
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例 1
写出函数 f (x)= ex 的带有拉格朗日余项的 n 麦克劳林公式.

解因为 f (k)(x)= ex,n= 0,1,2, . . . ,n+1. 故

f (0)= f ′(0)= f ′′(0)= f (3)(0)= ·· · = f (n)(0)= e0 = 1.

Rn(x)= f (n+1)(θx)
(n+1)!

xn+1 = eθx

(n+1)!
xn+1 ∃θ ∈ (0,1)

根据 Taylor 中值定理 2, 所求麦克劳林公式为

f (x)= 1+x+ x2

2!
+·· ·+ xn

n!
xn + eθx

(n+1)!
xn+1 ∃θ ∈ (0,1)
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拉格朗日余项满足

|Rn(x)| =
∣∣∣∣∣ eθx

(n+1)!
xn+1

∣∣∣∣∣< e|x|

(n+1)!
|x|n+1.
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作业

教材习题 3-3: 4.
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